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Sur la suite des ope´rateurs Bernstein compose´s
Heiner Gonska (Duisburg-Essen) et Ioan Ras¸a (Cluj-Napoca)
Abstrait : Nous conside´rons une suite des ope´rateurs de Bernstein compose´s
et les formules de quadrature associe´es avec elles. Nous obtenons des bornes
supe´rieures pour l’erreur de l’approximation de fonctions continues et de l’ap-
proximation des integrales de fonctions continues. Les bornes sont donne´es en
terme de modules de continuite´ d’ordre un et deux. Deux ine´galite´s de type
Tchebycheff-Gru¨ss sont aussi presente´es.
MSC 2010 : 41A36, 41A15, 65D30.
Mots cle´s : ope´rateurs de Bernstein compose´s, formules de quadrature com-
pose´es, modules de continuite´, degre´ d’approximation, ine´galite´ de type Tcheby-
cheff-Gru¨ss.
1 Introduction
Dans l’article [1] D. Baˇrbosu et D. Miclaˇus¸ ont considere´ une formule de
quadrature base´e sur des polynoˆmes de type Bernstein compose´s. Ils ont donne´
une ine´galite´ pour le reste de la formule de quadrature pour des fonctions dans
la classe C2[0, 1], l’e´space de fonctions de´finie sur l’intervalle [0, 1] ayant deux
de´rive´es continues. Dans cet article nous utilisons les ope´rateurs introduits par
les auteurs cite´s pour approcher toutes les fonctions dans la classe C[0, 1], et nous
donnons une e´valution de l’erreur en utilisant le deuxie`me module de continuite´.
De plus, nous e´tudions les ite´rations d’ordre r des ope´rateurs lorsque r →∞.
Pour la formule de quadrature de Baˇrbosu et Miclaˇus¸, nous trouvons l’ordre de
grandeur du reste pour toutes les fonctions de l’e´space C[0, 1]. Notre note contient
aussi deux re´sultats du type Tchebycheff-Gru¨ss concernant la non-multiplicativite´
de l’ope´rateur et de la formule de quadrature.
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2 Definition des ope´rateurs Bn,m
Rappelons les faits suivants :
1. Pour a, b ∈ R, a < b et f ∈ R[a,b] le polynoˆme de Bernstein de degre´ n ∈ N
associe´ avec f est donne´ par
B[a,b]n (f ;x) =
1
(b− a)n ·
n∑
k=0
(
n
k
)
(x− a)k(b− x)n−k · f
(
a+ k
b− a
n
)
.
2. Pour g ∈ C2[a, b] on a
g(x)−B[a,b]n (g;x) = −
(x− a)(b− x)
2n
· g′′(ξx), ξx ∈ (a, b).
Nous allons e´tudier la me´thode d’approximation suivante pour les fonctions
continues definies sur [0, 1] :
On divise [0, 1] en sous-intervalles
[
k−1
m
, k
m
]
, k = 1, . . . ,m ∈ N. Sur [k−1
m
, k
m
]
nous conside´rons
Bn,k(f ;x) := B
[k−1m ,
k
m ]
n (f ;x) = m
n·
n∑
i=0
(
n
i
)(
x− k − 1
m
)i(
k
m
− x
)n−i
f
(
k − n+ i
m · n
)
.
Maintenant nous composons les Bn,k(f ; ·) pour obtenir l’ope´rateur Bn,m defini
par
Bn,m(f ;x) := Bn,k(f ;x) si x ∈
[
k − 1
m
,
k
m
]
, 1 ≤ k ≤ m.
Ceci nous donne une fonction polynoˆmiale par morceaux de degre´ ≤ n, continue
aux points k
m
, 1 ≤ k ≤ m− 1.
D’autre part, Bn,m est un operateur line´aire et positif re´produisant tous les
fonctions line´aires. Ces faits sont implique´s par ceux de l’ope´rateur Bernstein
classique (non-compose´).
Les ope´rateus Bn,m constituent une ge´ne´ralisation de
– l’ope´rateur de Bernstein sur [0, 1] - le cas m = 1, n ∈ N,
– l’interpolation line´aire par morceaux S∆m sur [0, 1] et aux points
∆m : 0 <
1
m
<
2
m
< . . . <
m− 1
m
< 1.
- le cas n = 1,m ∈ N.
ChaqueBn,m est un cas spe´cial des operateurs spline de Schoenberg (”variation-
diminishing spline operator”) associe´s a` une suite de nœuds approprie´e.
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3 Le degre´ d’approximation par Bn,m
Plusieurs des nos resultats ci-dessous seront formule´s a` l’aide du module de
continuite´ d’ordre deux, donne´ pour une fonction f ∈ C[a, b] et δ ≥ 0 par
ω
[a,b]
2 (f, δ) := sup {|f(x− h)− 2f(x) + f(x+ h)| : x+ h, x− h ∈ [a, b], |h| ≤ δ} .
Nous allons aussi utilizer la convention ω2 := ω
[0,1]
2 .
Les deuxie`mes moments Bn,m((e1 − x)2;x), ou` e1(x) = x, controˆlent le degre´
d’approximation. Pour x ∈ [k−1
m
, k
m
]
on a
Bn,m((e1 − x)2;x) =
(
x− k−1
m
) (
k
m
− 1)
n
.
Maintenant nous utilisons le re´sultat suivant de Paˇltaˇnea [5].
The´ore`me 1 Si L : C[0, 1] → C[0, 1] est un operateur line´aire et positif repro-
duisant toutes les fonctions line´aires, alors pour tous h > 0 on a
|L(f ;x)− f(x)| ≤
[
1 +
1
2h2
· L((e1 − x)2;x)
]
ω2(f ;h).
Si L((e1 − x)2;x) > 0 le choix h =
√
L((e1 − x)2;x) implique
|L(f ;x)− f(x)| ≤ 3
2
· ω2(f ;
√
L((e1 − x)2;x));
cette ine´galite´ est aussi valable si L((e1 − x)2;x) = 0.
Il en re´sulte l’ine´galite´ suivante :
Proposition 1 Pour n,m ∈ N, f ∈ C[0, 1] et x ∈ [0, 1] on a
|Bn,m(f ;x)− f(x)| ≤ 3
2
ω2
f ;
√(
x− k−1
m
) (
k
m
− x)
n
 ,
pour x ∈ [k−1
m
, k
m
]
, 1 ≤ k ≤ m.
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4 Ite´rations des Bn,m
Conside´rons B
ℓ
n,m, lorsque ℓ → ∞, avec n,m fixe´s. Il est bien connu que
chaque constituant
Bn,k : C
[
k − 1
m
,
k
m
]
→ Πn
∣∣
[ k−1m ,
k
m ]
, 1 ≤ k ≤ m,
produit une suite d’ite´rations (Bn,k)
ℓ, ℓ ≥ 0, qui pour toutes f ∈ C [k−1
m
, k
m
]
ge´ne´re une suite de polynoˆmes
(Bn,k)
ℓ(f)
qui approche, uniformement en
[
k−1
m
, k
m
]
, la fonction line´aire ℓk interpolant f aux
points k−1
m
et k
m
, c’est-a`-dire, ℓk = B1,k(f). D’ici il en re´sulte que (Bn,m)
ℓ(f), f ∈
C[0, 1] converge uniformement vers S∆mf , l’interpolation line´aire par morceaux.
En utilisant la transformation ℓ : [0, 1]→ [a, b] donne´e par ℓ(x) = (b−a)x+a,
on peut e´crire
B
[a,b]
n (f ;x) =
1
(b− a)n
n∑
k=0
(
n
k
)
(x− a)k(b− x)n−kf
(
a+ k · b− a
n
)
= B[0,1]n (f ◦ ℓ; y)
=
n∑
k=0
(
n
k
)
yk(1− y)n−k(f ◦ ℓ)
(
k
n
)
avec y = ℓ−1(x) =
x− a
b− a .
Soit r ∈ N, et conside´rons l’ite´ration d’ordre r de B[a,b]n , c’est a` dire, (B[a,b]n )r.
Nous utilisons le resultat suivant pour les ite´rations de Bn = B
[0,1]
n donne´ par
Gonska, Kacso´ et Pit¸ul dans l’article [2].
Proposition 2 Soit Bn, n ∈ N, la suite des ope´rateurs de Bernstein classiques.
Pour r ∈ N, f ∈ C[0, 1] et x ∈ [0, 1] on a
|Brn(f ;x)−B1(f ;x)| ≤
9
4
· ω2
(
f,
√
x(1− x)
(
1− 1
n
)r)
.
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Ceci implique imme´diatement qu’on a, pour toutes f ∈ C[a, b] et x ∈ [a, b],∣∣∣(B[a,b]n )r (f ;x)−B[a,b]1 (f ;x)∣∣∣
=
∣∣∣(B[0,1]n )r (f ◦ ℓ; ℓ−1(x))−B[0,1]1 (f ◦ ℓ, ℓ−1(x))∣∣∣
≤ 9
4
· ω[0,1]2
(
f ◦ ℓ,
√
ℓ−1(x) [1− ℓ−1(x)]
(
1− 1
n
)r)
=
9
4
· ω[0,1]2
(
f ◦ ℓ,
√
(x− a)
(b− a) ·
(b− x)
(b− a) ·
(
1− 1
n
)r)
=
9
4
· ω[a,b]2
(
f ; (b− a)
√
(x− a)(b− x)
(b− a)2 ·
(
1− 1
n
)r)
=
9
4
· ω[a,b]2
(
f,
√
(x− a)(b− x) ·
(
1− 1
n
)r)
.
Pour
[a, b] =
[
k − 1
m
,
k
m
]
et f : [0, 1]→ R conside´rons la fonction
f := f
∣∣
[a,b]
:
[
k − 1
m
,
k
m
]
→ R.
Alors on en de´duit∣∣(Bn,m)r (f ;x)− S∆m(f ;x)∣∣
≤ 9
4
ω
[k−1m ,
k
m ]
2
(
f
∣∣
[ k−1m ,
k
m ]
,
√(
x− k − 1
m
)(
k
m
− x
)(
1− 1
n
)r)
=
9
4
ω
[k−1m ,
k
m ]
2
(
f,
√
. . .
)
≤ 9
4
ω
[0,1]
2
(
f ,
√(
x− k − 1
m
)(
k
m
− x
)(
1− 1
n
)r)
, si x ∈
[
k − 1
m
,
k
m
]
, 1 ≤ k ≤ m.
Donc nous avons
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Proposition 3 Pour l’ite´ration d’ordre r de l’ope´rateur Bm,m, f ∈ C[0, 1], x ∈
[0, 1] on a l’ine´galite´∣∣(Bn,m)r (f , x)− S∆m(f, x)∣∣
≤ 9
4
ω
[0,1]
2
(
f ,
√(
x− k − 1
m
)(
k
m
− x
)(
1− 1
n
)r)
, x ∈
[
k − 1
m
,
k
m
]
, 1 ≤ k ≤ m.
Pour la norme uniforme il en re´sulte∥∥(Bn,m)r(f)− S∆m(f)∥∥∞
≤ 9
4
ω
[0,1]
2
(
f ;
1
2m
√(
1− 1
n
)r)
,
c’est a` dire la convergence uniforme (Bn,m)
r(f) → S∆m(f) pour n,m fixe´s et
r →∞.
5 Non-multiplicativite´ de Bn,m
Dans cette section nous de´montrons une ı´negalite´ de type Tchebycheff-Gru¨ss.
Nous allons utiliser l’ine´galite´ generale suivante publie´e en [4].
Proposition 4 Si H : C[0, 1] → C[0, 1] est un ope´rateur line´aire et positif re-
produisant les fonctions constantes, alors pour toutes f, g ∈ C[0, 1] et x ∈ [0, 1]
on a :
T (f, g;x) := |H(f, g;x) −H(f ;x) ·H(g;x)|
≤ 1
4
ω˜
(
f ; 2
√
H((e1 − x)2;x)
)
ω˜
(
g; 2
√
H((e1 − x)2;x)
)
.
Pour t ∈ [0,∞) la quantite´
ω(f ; t) = sup{|f(x)− f(y)| : |x− y| ≤ t}
est le module de continuite´ d’ordre un, et le plus petit majorant concave du module
est donne´ par
ω˜(f ; t) =

sup
0≤x≤t≤y≤1
x 6=y
(t− x)ω(f, y) + (y − t)ω(f, x)
y − x , 0 ≤ t ≤ 1,
ω(f, 1) , t > 1.
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En substituant dans l’ine´galite´ la repre´sentation des moments d’ordre deux
de Bn,m on obtient
Proposition 5 Pour f, g ∈ C[0, 1] et x ∈ [0, 1] l’ine´galite´ suivante de type Gru¨ss
est valable :
∣∣Bn,m(f · g;x)−Bn,m(f ;x)Bn,m(g;x)∣∣
≤ 1
4
ω˜
f ; 2
√(
x− k−1
m
) (
k
m
− x)
n
 ω˜
g; 2
√(
x− k−1
m
) (
k
m
− x)
n
 , si x ∈ [k − 1
m
,
k
m
]
.
Remarquons que l’ ine´galite´ au dessus refle´te le fait que Bn,m interpole aux
points k
m
, 0 ≤ k ≤ m.
6 Sur la formule de quadrature base´e sur
Bn,m
La formule de quadrature introduite par Baˇrbosu et Miclaˇus¸ est donne´e par
∫ 1
0
f(x)dx =
m∑
k=1
∫ k
m
k−1
m
f(x)dx ≈
m∑
k=1
∫ k
m
k−1
m
Bn,k(f ;x)dx
=
∫ 1
0
Bn,m(f ;x)dx =: In,m(f).
The´ore`me 2 Pour la formule de quadrature au-dessus on a
Im,n(f) =
1
m(n+ 1)
m∑
k=1
n∑
i=0
f
(
kn− n+ i
m+ n
)
.
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De´monstration : Soit k fixe´. On peut e´crire
∫ k
m
k−1
m
Bn,k(f ;x)dx
= mn
n∑
i=0
(
n
i
)
f
(
kn− n+ i
m · n
)∫ k
m
k−1
m
(
x− k − 1
m
)i(
k
m
− x
)n−i
dx
= mn
n∑
i=0
(
n
i
)
f
(
kn− n+ i
m · n
)∫ 1
0
(
i
m
)[
1
m
(1− t)
]n−i 1
m
dt
=
1
m
n∑
i=0
(
n
i
)∫ 1
0
ti(1− t)n−idt · f
(
kn− n+ i
m · n
)
=
1
m
n∑
i=0
(
n
i
)
B(i+ 1, n− i+ 1) · f
(
kn− n+ i
m · n
)
=
1
m
n∑
i=0
(
n
i
)
1
n+ 1
(
n
i
)−1
f
(
kn− n+ i
m · n
)
=
1
m(n+ 1)
n∑
i=0
f
(
kn− n+ i
m · n
)
.
Une sommation pour toutes les valeurs de k donne la re´presentation desire´e. 
Le re´sultat suivant est une ame´lioration significative du Theorem 2.2 de [1].
The´ore`me 3 Pour g ∈ C2[0, 1] on a
∣∣∣∣∫ 1
0
g(x)dx− Im,n(g)
∣∣∣∣ ≤ 112m2n · ‖g′′‖∞.
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De´monstration. La preuve re´sulte des (in)e´galite´s suivantes :∣∣∣∣∫ 1
0
g(x) − Im,n(g)
∣∣∣∣
=
∣∣∣∣∣
m∑
k=1
∫ k
m
k−1
m
g(x)dx −
m∑
k=1
1
m(n+ 1)
n∑
i=0
g
(
kn− n+ i
m · n
)
︸ ︷︷ ︸
=
∫ k
m
k−1
m
Bn,k(g;x)dx
=
∣∣∣∣∣
m∑
k=1
∫ k
m
k−1
m
[g(x) −Bn,k(g;x)|dx
∣∣∣∣∣
=
∣∣∣∣∣
m∑
k=1
∫ k
m
k−1
m
−
(
x− k−1
m
) (
k
m
− y)
2n
g′′(ξx,k)dx
∣∣∣∣∣ , ξx,k ∈
(
k − 1
m
,
k
m
)
≤ 1
2n
||g′′||∞
m∑
k=1
∫ k
m
k−1
m
(
x− k − 1
m
)(
k
m
− x
)
dx
=
1
2n
||g′′||∞
m∑
k=1
1
m
∫ 1
0
t
m
· 1− t
m
dt
=
1
2n ·m2 ||g
′′||∞ ·
∫ 1
0
t(1− t)dt
=
1
12nm2
||g′′||∞.

Dans le the´ore`me suivant nous utilisons la fonctionnelle K definie par
K
(
δ, f ;C0[0, 1], C2[0, 1]
)
:= inf
{||f − g||∞ + δ||g′′||∞ : g ∈ C2[0, 1]} , δ ≥ 0.
The´ore`me 4 Pour f ∈ C[0, 1] et pour m,n ≥ 1 on a
(i)
∣∣∣∣∫ 1
0
f(x)dx− Im,n(f)
∣∣∣∣ ≤ 2K ( 124m2n, f ;C0[0, 1], C2[0, 1]
)
;
(ii)
∣∣∣∫ 10 f(x)dx− Im,n(f)∣∣∣ ≤ 94ω2 (f ; 1m√6n).
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De´monstration. Pour chaque f ∈ C[0, 1] on a∣∣∣∣∫ 1
0
f(x)dx− Im,n(f)
∣∣∣∣ ≤ ||f ||∞ + 1m(n+ 1)
m∑
k=1
n∑
i=0
||f ||∞ = 2||f ||∞.
Alors, quelle que soit g ∈ C2[0, 1], nous deduisons, en notant H(f) := ∫ 10 f(x)dx−
Im,n(f), que
|H(f)| = |H(f − g + g)|
≤ |H(f − g)|+ |H(g)|
≤ 2||f − g||∞ + 1
12nm2
||g′′||∞.
Il en re´sulte
|H(f)| ≤ 2 · inf
{
||f − g||∞ + 1
24nm2
||g′′||∞ : g ∈ C2[0, 1]
}
= 2 ·K ( 124m2n , f ;C0[0, 1], C2[0, 1]) .

Pour de´montrer (ii) nous citons le The´ore`me 4.2 de Gonska et Kovacheva [3].
The´ore`me 5 Soit (B, || · ||B) un e´space de Banach , et soit H : C[a, b]→ B un
operator (pas ne´cessairement line´aire, pas ne´cessairement positif) satisfaisant les
conditions suivantes avec des constantes γ, α, β0, β1, β2≥ 0 inde´pendantes de f et
g :
a) ||H(f + g)||B ≤ γ{||Hf ||B + ||Hg||B} pour toute f ∈ C[a, b],
b) ||Hf ||B ≤ α||f ||∞ pour toute f ∈ C[a, b];
c) ||Hg||B ≤ β0||g||∞ + β1||g′||∞ + β2||g′′||∞ pour toute g ∈ C2[a, b].
Alors, quelque soit f ∈ C[a, b], 0 < h ≤ b−a2 , nous avons
||Hf ||B ≤ γ
{
β0||f ||∞ + 2β1
h
ω1(f ;h) +
3
4
(
α+ β0 +
2β1
h
+
2β2
h2
)
ω2(f ;h)
}
.
Dans le cas pre´sent nous prenons
C[a, b] = C[0, 1], B = R,
γ = 1, α = 2, β0 = 0, β1 = 0, β2 =
1
12m2n .
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On obtient, pour 0 < h ≤ 12 ,
|H(f)| ≤ 3
4
(
2 +
1
h2
· 1
6m2n
)
ω2(f, h).
En choisissant h = 1√
6m2n
nous arrivons a` (ii). 
7 Non-multiplicativite´ de la formule de qua-
drature
Considerons maintenant de nouveau la formule de quadrature
In,m(f) =
∫ 1
0
Bn,m(f ;x)dx.
Ici, notre but est de donner une borne supe´rieure pour la quantite´
|T (f, g)| := |In,m(f · g)− In,m(f)In,m(g)|.
A` cette fin, nous utilisons de nouveau le majorant concave ω˜ et le resultat suivant
de [4], Th. 3.1.
Proposition 6 Si L : C[0, 1] → R est une fonctionnelle line´aire et positive
satisfaisant L(e0) = 1, alors pour toutes f, g ∈ C[0, 1] nous avons
|T (f, g)| ≤ 1
4
ω˜(f ; 2
√
T (e1, e1))ω˜(g; 2
√
T (e1, e1)).
Ici,
T (e1, e1) = L(e2)− [L(e1)]2.
La proposition ci-dessus conduit a`
Proposition 7
|In,m(f · g) − In,m(f)In,m(g)|
≤ 1
4
ω˜
(
f ; 2
√
1
12
+
1
6m2n
)
ω˜
(
g; 2
√
1
12
+
1
6m2n
)
.
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De´monstration. Il suffit de calculer
T (e1, e1) = In,m(e2)− [In,m(e1)]2
=
∫ 1
0
Bn,m(e2;x)dx−
[∫ 1
0
Bn,m(e1;x)dx
]2
=
∫ 1
0
Bn,m(e2;x)dx− 1
4
= −1
4
+
m∑
k=1
∫ k
m
k−1
m
Bn,k(e2;x)dx
= −1
4
+
1
m(n+ 1)
m∑
k=1
n∑
i=0
(
kn− n+ i
m · n
)2
= −1
4
+
1
m3n2(n+ 1)
m∑
k=1
n∑
i=0
(kn− n+ i)2
=
1
12
+
1
6m2n
.

Corollaire 1 Pour n,m→∞ nous obtenons∣∣∣∣∫ 1
0
(f · g)(x)dx −
∫ 1
0
f(x)dx
∫ 1
0
g(x)dx
∣∣∣∣
=
∣∣∣∣ limn,m→∞
{∫ 1
0
Bn,m(f · g;x)dx −
∫ 1
0
Bn,m(f ;x)dx
∫ 1
0
Bn,m(g;x)dx
} ∣∣∣∣
≤ lim
n,m→∞
1
4
ω˜(f ; 2
√
1
12
+
1
6m2n
)ω˜(g; 2
√
1
12
+
1
6m2n
)
=
1
4
ω˜
(
f ;
1√
3
)
ω˜
(
g;
1√
3
)
≤ 1
12
||f ′||L∞ ||g′||L∞ pour f ′, g′ ∈ L∞[0, 1]. 
Remarquons qu’il s’agit d’une ine´galite´ de type Tchebycheff-Gru¨ss pour la
fonctionnelle d’inte´gration ou` la constante 112 est la meilleure possible.
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